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Developpement 1

Preuve.

On commence naturellement par démontrer la convergence de la série.

Etape 1 : On souhaite ici appliquer le théorème sur les séries alternées pour la suite un =
1

n+ 1

n∑
k=0

1

2k + 1

vérifions les hypothèses : On remarque que

n∑
k=0

1

2k + 1
≥ n+ 1

2n+ 1
=⇒ un ≥

1

2n+ 1

• Montrons que un est décroissante, par définition un+1 =
1

n+ 2

(
(n+ 1)un −

1

2n+ 3

)
. Il vient que :

un+1 − un =
1

n+ 2

(
(n+ 1)un −

1

2n+ 3

)
− un

=
1

n+ 2

(
1

2n+ 3
− un

)

Or un ≥
1

2n+ 1
ce qui implique que un+1 − un ≤ 0 donc la suite (un)n∈N est décroissante.

• Montrons que un tend vers 0, on trouve un équivalent très simple de la suite un grâce au fait que Hn ∼∞ ln(n)

(faire exprès de ne pas trop détaillé, on sait jamais ca peut être une question facile de jury post développement).

n∑
k=0

1

2k + 1
=

2n+1∑
j=1

1

j
∼
∞

ln(2n+ 1) ∼
∞

ln(n) =⇒ un ∼∞
ln(n)

n+ 1

Ce qui suffit pour affirmer que un tend vers 0. En vertu du théorème sur les séries alternées la série de terme
générale (−1)nun est convergente.
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Etape 2 : Pour ce qui est du calcul de la série on introduit la série entière g(x) =

∞∑
n=0

(−1)nunx
n Il convient de

s’intéresser dans un premier temps au rayon de convergence de la série entière. On utilise le critère de d’Alembert
pour le déterminer :

lim
n→∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣n+ 1

n+ 2

∑n+1
k=0

1
2k+1∑n

k=0
1

2k+1

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣n+ 1

n+ 2

(
1 +

1∑n
k=0

1
2k+1 (2n+ 3)

)∣∣∣∣∣ = 1

Ainsi en vertu du critère de d’Alembert le rayon de convergence de la série est 1. De plus on à vu que la série
converge en x = 1.

Démontrons à présent que la fonction g est continue sur [0, 1], comme la série de terme générale (unx
n) vérifie les

conditions pour appliquer le théorème sur les série alternées. le reste vérifie donc ∀x ∈ [0; 1] |Rn(x)| ≤ unxn ≤ un
or un tend vers 0 ce qui nous assure une convergence uniforme de la série sur [0; 1]. On peut donc affirmer que
g est continue sur [0; 1].

On va donc maintenant déterminer la valeur de g(x). Au vue de l’expression on pense immédiatement au produit
de Cauchy de deux séries entières : ∀x ∈]− 1; 1[

( ∞∑
n=0

(−x)n

2n+ 1

)( ∞∑
n=0

(−x)n

)
=

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

(−x)k

2k + 1
(−x)n−k

)

=

∞∑
n=0

(−x)n

(
n∑

k=0

1

2k + 1

)

=

∞∑
n=0

(n+ 1)un(−x)n

Or on connait la somme de ces deux séries entières et on obtient que

∞∑
n=0

(n + 1)un(−x)n =
arctan(

√
x)√

x(1 + x)
. En

intégrant sur le segment [0;x] on obtient :

xg(x) =

∞∑
n=0

(−1)nunx
n+1 =

∫ x

0

arctan(
√
t)√

t(1 + t)
dt

Par continuité de g en 1 on obtient que

∞∑
n=0

(
(−1)n

n+ 1

n∑
k=0

1

2k + 1

)
=

∫ 1

0

arctan(
√
t)√

t(1 + t)
dt. En posant le changme-

ment de variable u =
√
t on obtient :

∫ 1

0

arctan(
√
t)√

t(1 + t)
dt =

∫ 1

0

2 arctan(u)

1 + u2
du =

[
arctan(u)2

]1
0

=
π2
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Annexe : Questions possible du Jury

Soit (an) et (bn) deux séries numériques telles que :

— La suite (an)n∈N est une suite réelle, décroissante et de limite nulle.

— La suite (bn) est à valeurs dans R ou C et soit telle que la suite (Bn) des sommes partielles
soit bornée.

Alors la série
∑
n≥0

anbn converge.

Lemme 1 (Critère d’Abel)

Preuve.

La démonstration consiste à effectuer une transformation d’Abel en écrivant que

bn =
n∑

k=0

bk −
n−1∑
k=0

bk = Bn −Bn−1

Ainsi :

∀N ∈ N
N∑

n=0

anbn = a0b0 +

N∑
n=01

anbn

= a0b0 +

N∑
n=1

an
(
Bn −Bn−1

)
= a0b0 +

N∑
n=1

anBn −
N∑

n=1

anBn−1

= a0b0 +

N∑
n=1

anBn −
N−1∑
n=0

an+1Bn

= a0b0 + aNbN − a1b0 +

N−1∑
n=1

(
an − an+1

)
Bn

=

N−1∑
n=0

(
an − an+1

)
Bn + aNBN

Or la suite suite (an) tend vers 0 par hypothèse et la suite Bn est bornée on en conclut que aNbN −−−−→
n→∞

0.

Ainsi la
∑
anbn converge si et seulement si

∑(
an−an+1

)
Bn. De plus comme la (Bn) est bornée (on va appelée

M un majorant de Bn ). On a par décroissance de la suite :

∀n ∈ N |
(
an − an+1

)
Bn| ≤ |an − an+1|M = (an − an+1)M

Or la série de terme générale an − an+1 est convergente car de même nature que la suite (an). Ainsi par
comparaison des séries à termes positifs la série

∑(
an − an+1

)
Bn converge et donc il en va de même pour∑

anbn

�

3



Remarque.

On remarques donc que le critère d’Abel est une extension du critère spécial sur les séries alternées ainsi en
posant dans le critère d’Abel bn = (−1)n dont les sommes partielles sont bien bornées retrouve le critère.

Comment retrouver le développement en série entière de x 7−→ arctan(x) ?

Il suffit de remarquer que
1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n d’ou pour x < 1 on obtient arctan(x) =

∫ x

0

∞∑
n=0

(−1)nx2n =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1
. L’interversion est donnée par la convergence uniforme sur le compact [0;x] (une série entière

converge normalement sur tout compacte de son rayon de convergence.
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