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Application des séries entieres au calcul de Z Z
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Référence :Oraux X-ENS Analyse 2 Francinou-Gianella-Nicolas

Developpement 1}

La série de t ”1(_1)ni 1 t t tz (1)ni 1 m
a Serie de terme generale est convergente e = —
& ntl 22kt 1 & \ 142k 11) " 16

Preuve.

On commence naturellement par démontrer la convergence de la série.
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Etape 1 : On souhaite ici appliquer le théoreme sur les séries alternées pour la suite u,, =
E— n+1 P 2k +1
érifions les hypothéses : On remarque que Z > ntl = Uy >
v
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e Montrons que u,, est décroissante, par définition u,41 = P (n+ Du, — mis) 11 vient que :
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ce qui implique que u,4+1 — u, < 0 donc la suite (uy,)nen est décroissante.

1
Or u, >
"= oan+1
e Montrons que u,, tend vers 0, on trouve un équivalent trés simple de la suite u,, grace au fait que H,, ~ In(n)
o0

(faire expres de ne pas trop détaillé, on sait jamais ca peut étre une question facile de jury post développement).
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Ce qui suffit pour affirmer que wu,, tend vers 0. En vertu du théoréeme sur les séries alternées la série de terme
générale (—1)"u,, est convergente.
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Etape 2 : Pour ce qui est du calcul de la série on introduit la série entiere g(x) = Z(—l)"unx” 11 convient de
n=0
s’intéresser dans un premier temps au rayon de convergence de la série entiere. On utilise le critere de d’Alembert

pour le déterminer :
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Ainsi en vertu du critere de d’Alembert le rayon de convergence de la série est 1. De plus on & vu que la série
converge en x = 1.

Démontrons & présent que la fonction g est continue sur [0, 1], comme la série de terme générale (u,x™) vérifie les
conditions pour appliquer le théoréme sur les série alternées. le reste vérifie donc Vr € [0;1] |R,(z)| < upz™ < uy,
or u, tend vers 0 ce qui nous assure une convergence uniforme de la série sur [0; 1]. On peut donc affirmer que
g est continue sur [0;1].

On va donc maintenant déterminer la valeur de g(z). Au vue de 'expression on pense immédiatement au produit
de Cauchy de deux séries entieres : Vo €] — 1;1]
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= Z(n + Dup (—2)"
n=0
> arctan (/)
Or on connait la somme de ces deux séries entieres et on obtient que Z(n + Dup(—2)" = ———2%. En
= Va(l+z)
intégrant sur le segment [0;z] on obtient :
> 7 arctan(v/1)

xg(x) = —1)"upz™tt = B
g(z) = (=1)"uy v dt

(D) 1 L arctan(v/t
Par continuité de g en 1 on obtient que E (=1 E = M dt. En posant le changme-
o \ntl k=0 2k+1 o Vi(1+1)

ment de variable u = v/t on obtient :
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Annexe : Questions possible du Jury

Lemme 1 (Critere d’Abel)

Preuve.

La démonstration consiste a effectuer une transformation d’Abel en écrivant que
n n—1
=§ bk_E bk=Bn_Bn—1
k=0 k=0

Ainsi :
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YNEN Y anby = aobo+ Y anbn
= n=01
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= aobo + Z a/n(Bn - Bn—l)
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= aobo + Z anBp — Z anBn 1
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= agby + Z anB, — Z an+1B
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= agby +anby — a1by + — an+1
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Or la suite suite (a,) tend vers 0 par hypothese et la suite B,, est bornée on en conclut que ayby — 0.
n— o0

Ainsi la Y apb, converge si et seulement si » (an — an+1)Bn. De plus comme la (B,,) est bornée (on va appelée
M un majorant de B,, ). On a par décroissance de la suite :

Vn € N |(an - an+1)Bn| <l|an — ani1|M = (ap — any1)M

Or la série de terme générale a, — any1 est convergente car de méme nature que la suite (a,). Ainsi par
comparaison des séries & termes positifs la série (an — an+1)Bn converge et donc il en va de méme pour

> anby



Remarque.

On remarques donc que le critere d’Abel est une extension du critere spécial sur les séries alternées ainsi en
posant dans le critere d’Abel b, = (—1)" dont les sommes partielles sont bien bornées retrouve le critére.

Comment retrouver le développement en série entiére de & — arctan(x) ?

oo

1 = x
11 suffit de remarquer que —— = Z(fl)"x% d’ou pour x < 1 on obtient arctan(z) = / Z(fl)”xzn =
14 22 0
n=0 n=0
oo (_1)nx2n+1
Z Tontl L’interversion est donnée par la convergence uniforme sur le compact [0; 2] (une série entiére
n

n=0
converge normalement sur tout compacte de son rayon de convergence.



